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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äàííîå äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâàíèå ïîñâßùåíî
ñðàâíèòåëüíî íîâîìó ðàçäåëó ñîâðåìåííîé àëãåáðû  òåîðèè ïîëóòåë.
Èçó÷åíèå ïîëóòåë âåäåòñß ñ 60-õ ãîäîâ XX âåêà â ðàìêàõ òåîðèè
ïîëóêîëåö. Òåîðèß ïîëóêîëåö íà÷àëà ðàçâèâàòüñß â 50-å ãîäû ïðîøëîãî
ñòîëåòèß â ðàáîòàõ àìåðèêàíñêèõ è ßïîíñêèõ ìàòåìàòèêîâ. Ïîæàëóé, ïåðâîé
êíèãîé ïî îáùåé òåîðèè ïîëóêîëåö ñòàëà ìîíîãðàôèß Äæ. Ãîëàíà1 1992
ãîäà . Â íåé èìååòñß îïðåäåëåííàß èíôîðìàöèß î äåëèìûõ ïîëóêîëüöàõ è
ïîëóòåëàõ.
Õ. Âàéíåðò2 â 1964 ãîäó ïîêàçàë, ÷òî êëàññ èäåìïîòåíòíûõ ïîëóòåë
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ðåøåòî÷íî óïîðßäî÷åííûõ ãðóïï. Ñ. Â. Ïîëèí3 â
ñòàòüå 1974 ãîäà ââåë åñòåñòâåííûé ïîðßäîê íà ïîëóòåëàõ, îïèñàë ïðîñòûå
ïîëóïîëß è äîêàçàë, ÷òî ëþáîå ïðîñòîå ïîëóòåëî ëèáî èäåìïîòåíòíî, ëèáî
ßâëßåòñß ñîêðàòèìûì ïîëóïîëåì. Â áîëüøîé ñòàòüå 1990 ãîäà Õ. Õåò÷èíñ,
Õ. Âàéíåðò4 èçó÷àëè îáùèå ñâîéñòâà ßäåð ïîëóòåë, â ÷àñòíîñòè óñòàíîâèëè
èçîìîðôèçì ìåæäó ðåøåòêàìè êîíãðóýíöèé è ßäåð ïðîèçâîëüíîãî ïîëóòåëà;
ðàññìàòðèâàëè àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå ðàñøèðåíèß ïîëóïîëåé,
âêëàäûâàåìûõ â ïîëß.
Ïîçäíåå À. Í. Ñåìåíîâ 5 äîêàçàë, ÷òî âñßêîå ïîëóòåëî ßâëßåòñß
ðàñøèðåíèåì ñîêðàòèìîãî ïîëóòåëà ïðè ïîìîùè èäåìïîòåíòíîãî ïîëóòåëà.
Ýòîò ðåçóëüòàò ßâèëñß îäíîé èç ïåðâûõ îáùèõ ñòðóêòóðíûõ òåîðåì òåîðèè
ïîëóòåë.
Âàæíûå ñâîéñòâà ðåøåòêè ßäåð ïîëóòåë óñòàíîâëåíû À. Í. Ñåìåíîâûì6,
êîòîðûé â ÷àñòíîñòè äîêàçàë, ÷òî êîíå÷íîñòü ðåøåòêè ßäåð ïîëóòåëà âëå÷åò
åå äèñòðèáóòèâíîñòü.
1Golan, J. S. The theory of semirings with applications in mathematics and theoretical
computer science [text] / J. S. Golan.  Pitman monographs and surveys in pure and applied
mathematics, 1992.  V. 54.  318 p.
2Weinert, H. J. Ein Struktursatz fur idempotente Halbkorper [text] / H. J. Weinert // Acta
math. Acad. scient. hung.  1964.  V. 15.  34.  S. 289295
3Ïîëèí, Ñ. Â. Ïðîñòûå ïîëóòåëà è ïîëóïîëß [òåêñò] / Ñ. Â. Ïîëèí // Ñèáèðñêèé
ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.  1974.  Ò. 15.  1.  Ñ. 90101
4Hutchins, H. C. Homomorphisms and kernel of semifields [text] / H. C. Hutchins,
H. J. Weinert // Periodica Mathematica.  1990.  V. 21(2).  P. 113152
5Ñåìåíîâ, À. Í. Î ñòðîåíèè ïîëóòåë [òåêñò] / À. Í.Ñåìåíîâ // Âåñòíèê ÂßòÃÃÓ.  2003.
  8.  Ñ. 105107
6Ñåìåíîâ, À. Í. Î ðåøåòêå êîíãðóýíöèé ïîëóòåë [òåêñò] / À. Í. Ñåìåíîâ // Âåñòíèê
ÂßòÃÃÓ.  2003.  9.  Ñ. 9295
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À. Â. Ðßòòåëü 7 èçó÷àëà ëèíåéíî óïîðßäî÷åííûå ïîëóòåëà è àëãåáðàè÷åñêèå
ðàñøèðåíèß èäåìïîòåíòíûõ ïîëóïîëåé, îïèñàëà öèêëè÷åñêèå ïîëóòåëà è
îäíîïîðîæäåííûå èäåìïîòåíòíûå ïîëóïîëß.
Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèß íàä ïîëóïîëßìè è ïîëóòåëàìè è àëãåáðàè÷åñêèå
ðàñøèðåíèß ñîêðàòèìûõ ïîëóïîëåé èññëåäîâàë È. È. Áîãäàíîâ 8.
Â ñâßçè ñ ðàçâèòèåì èäåìïîòåíòíîãî àíàëèçà Â. Ï. Ìàñëîâûì è åãî
ó÷åíèêàìè èññëåäîâàëèñü âîïðîñû ëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè óðàâíåíèé
íàä èäåìïîòåíòíûìè ïîëóïîëßìè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òåîðèß ïîëóêîëåö è
ïîëóòåë íàõîäèò ïðèìåíåíèå è â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå.
Î. Â. Ñòàðîñòèíà9,10 çàâåðøèëà ïîñòðîåíèå òåîðèè àáåëåâî-ðåãóëßðíûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóêîëåö (arp-ïîëóêîëåö), íà÷àëî êîòîðîé áûëî ïîëîæåíî
â ðàáîòå Å. Ì. Âå÷òîìîâà, À. Â. Ìèõàëåâà, Â. Â. ×åðìíûõ 11, è
óòî÷íèëà âçàèìîñâßçè arp-ïîëóêîëåö ñ ïîëóòåëàìè èõ îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.
Ì. À. Ëóêèí 12 îïèñàë àëãåáðàè÷åñêîå ñòðîåíèå ïîëóêîëüöåâûõ äèçúþíêòíûõ
îáúåäèíåíèé êîëüöà è ïîëóòåëà.
Ïîëóòåëîì íàçûâàåòñß àëãåáðàè÷åñêàß ñòðóêòóðà ñ áèíàðíûìè îïåðàöèßìè
ñëîæåíèß è óìíîæåíèß, ßâëßþùàßñß îäíîâðåìåííî àääèòèâíîé êîììóòàòèâíîé
ïîëóãðóïïîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïîé, ïðè÷åì óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèß ñ îáåèõ ñòîðîí.
Êëàññ ïîëóòåë îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå óíèâåðñàëüíûõ àëãåáð â ñèãíàòóðå
〈+, ·,−1 , 1〉 òèïà (2, 2, 1, 0). Ïîýòîìó äëß ïîëóòåë ñïðàâåäëèâû èçâåñòíûå
òåîðåìû î ãîìîìîðôèçìå è îá èçîìîðôèçìå.
Ïîëóòåëà ìîæíî îïðåäåëèòü òàêæå êàê äåëèìûå ïîëóêîëüöà ñ êâàçèòîæäåñòâîì
a + b = 0 ⇒ a = 0 ñ âûáðîøåííûì çàòåì íóëåì. Çàìåòèì, ÷òî
íåîäíîýëåìåíòíûå äåëèìûå ïîëóêîëüöà èñ÷åðïûâàþòñß òåëàìè è ïîëóòåëàìè
7Ðßòòåëü, À. Â. Ïîëîæèòåëüíî óïîðßäî÷åííûå ïîëóòåëà: äèñ. ... êàíä. ôèç.-ìàòåì. íàóê:
01.01.06: çàùèùåíà 17.03.2003/ À. Â. Ðßòòåëü.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2002.  89 ñ.
8Áîãäàíîâ, È. È. Ïîëèíîìèàëüíûå ñîîòíîøåíèß â ïîëóêîëüöàõ: äèñ. ... êàíä. ôèç.-
ìàòåì. íàóê: 01.01.06: çàùèùåíà 20.02.2004/ È. È. Áîãäàíîâ.  Ì.: ÌÃÓ, 2004.  72 ñ.
9Âå÷òîìîâ, Å. Ì. Ñòðóêòóðà àáåëåâî-ðåãóëßðíûõ ïîëîæèòåëüíûõ ïîëóêîëåö [òåêñò] /
Å. Ì. Âå÷òîìîâ, Î. Â. Ñòàðîñòèíà // Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèé íàóê.  2007.  Ò. 62.  Âûï. 1.
 Ñ. 199200
10Ñòàðîñòèíà, Î. Â. Àáåëåâî-ðåãóëßðíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóêîëüöà: äèñ. ... êàíä. ôèç.-
ìàòåì. íàóê: 01.01.06: çàùèùåíà 29. 10. 2007.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2007.  90 ñ.
11Âå÷òîìîâ, Å. Ì. Àáåëåâî-ðåãóëßðíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóêîëüöà [òåêñò] / Å. Ì.
Âå÷òîìîâ, À. Â. Ìèõàëåâ, Â. Â. ×åðìíûõ // Òðóäû ñåìèíàðà èì. È. Ã. Ïåòðîâñêîãî.
 1997.  Ò. 20.  Ñ. 282309
12Ëóêèí, Ì. À. Äèçúþíêòíîå ïîëóêîëüöåâîå îáúåäèíåíèå êîëüöà è ïîëóòåëà [òåêñò] /
Ì. À. Ëóêèí // ×åáûøåâñêèé ñáîðíèê.  2005.  Ò. 6.  Âûï. 4(16).  Ñ. 126135
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ñ íóëåì.
Ïîëóòåëà, áóäó÷è ãðóïïàìè ñ äîïîëíèòåëüíîé êîììóòàòèâíî-àññîöèàòèâíîé
îïåðàöèåé ñëîæåíèß, îáëàäàþò ðßäîì ñïåöèôè÷åñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ.
Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû ïîëóòåë ßâëßþòñß ãðóïïàìè áåç êðó÷åíèß. Â
íåèäåìïîòåíòíûõ ïîëóòåëàõ àääèòèâíûé ïîðßäîê ýëåìåíòîâ áåñêîíå÷åí.
Êîíãðóýíöèè íà ïîëóòåëàõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëßþòñß ñâîèìè êëàññàìè
åäèíèöû  ßäðàìè, êîòîðûå ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü êàê íîðìàëüíûå
ïîäãðóïïû ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëóòåëà ñ óñëîâèåì âûïóêëîñòè.
Îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåííîãî ïîðßäêà ïîëóòåëà ßâëßþòñß óïîðßäî÷åííûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Êàæäîå ïîëóòåëî èìååò êîëüöî ðàçíîñòåé.
Ñîêðàòèìûå ïîëóòåëà âêëàäûâàþòñß â ñâîè êîëüöà ðàçíîñòåé. Ïîýòîìó
èçó÷åíèå ïîëóòåë äîïóñêàåò ìåòîäû òåîðèè êîëåö.
Ïðè èññëåäîâàíèè ïîëóòåë ìîæíî ïðèìåíèòü ôóíêöèîíàëüíûé ïîäõîä,
ïðè êîòîðîì ïîëóòåëî ðåàëèçóåòñß â âèäå ïîëóòåëà ñå÷åíèé ïó÷êà íåêîòîðûõ
áîëåå ïðîñòî óñòðîåííûõ ïîëóòåë íàä ïîäõîäßùèì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Ýòîò ïîäõîä îñóùåñòâëßåòñß â äèññåðòàöèè.
Îñíîâû ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ðàçëè÷íûõ òîïîëîãî-àëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì çàëîæèëè Ì. Ñòîóí, È. Ì. Ãåëüôàíä, È. Êàïëàíñêèé â ñåðåäèíå
ïðîøëîãî ñòîëåòèß. Ïðåäñòàâëåíèå êîëåö ñå÷åíèßìè ïó÷êîâ èçó÷àëè A. Ãðîòåíäèê
(1960 ãîä), Ð. Ïèðñ (1967 ãîä), Äæ. Ëàìáåê (1971 ãîä), K. Õîôìàí (1972
ãîä), Ê. Ìàëâè (1979 ãîä), Õ. Ñèììîíñ (80-å ãîäû XX ñòîëåòèß). Íà
ðóññêîì ßçûêå òåîðèß ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîëåö èçëîæåíà â
ìîíîãðàôèè Å. Ì. Âå÷òîìîâà 13. Ïó÷êîâûì ïðåäñòàâëåíèßì ïîëóêîëåö
ïîñâßùåíà äîêòîðñêàß äèññåðòàöèß Â. Â. ×åðìíûõ14
Âñòàëà çàäà÷à ðàçðàáîòêè òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ (ïó÷êîâûõ) ïðåäñòàâëåíèé
ïîëóòåë. Äëß êîëåö è ïîëóêîëåö ñòðóêòóðíûå ïó÷êè ñòðîèëèñü, êàê ïðàâèëî,
íàä íåêîòîðûìè ïðîñòðàíñòâàìè èõ èäåàëîâ. Â ñëó÷àå ïîëóòåë íåîáõîäèìî
ïðèâëåêàòü ïðîñòðàíñòâî ßäåð (êîíãðóýíöèé) ïîëóòåë. Äëß ýòîãî òðåáóåòñß
èçó÷èòü ñâîéñòâà ßäåð ïîëóòåë è îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíûå ïðîñòðàíñòâà,
íàä êîòîðûìè ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñòðóêòóðíûå ïó÷êè ïîëóòåë.
Öåëü ðàáîòû. Ïîëó÷åíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëóòåë è èõ
13Âå÷òîìîâ, Å. Ì. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß êîëåö [òåêñò] / Å. Ì. Âå÷òîìîâ.  Ì.:
ÌÏÃÓ èì. Ëåíèíà, 1993.  190 ñ.
14×åðìíûõ, Â. Â. Ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß ïîëóêîëåö è ïîëóìîäóëåé: äèñ. ...
äîêò. ôèç.-ìàòåì. íàóê: 01.01.06: çàùèùåíà 28.06.2007.  Êèðîâ: ÂßòÃÃÓ, 2007.  234 ñ.
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ïðèìåíåíèå ê îïèñàíèþ ñòðîåíèß ïîëóòåë.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñß ïîíßòèß, èäåè è
ìåòîäû òåîðèè ãðóïï, òåîðèè êîëåö, òåîðèè ðåøåòîê, òåîðèè ïîëóêîëåö, â
÷àñòíîñòè òåîðèè arp-ïîëóêîëåö, óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû è îáùåé òîïîëîãèè.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ßâëßþòñß íîâûìè. Â êà÷åñòâå
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, âûíîñèìûõ íà çàùèòó, âûäåëèì ñëåäóþùèå:
1. Ââåäåíî ïîíßòèå îãðàíè÷åííîãî ïîëóòåëà. Äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü
ïîëóòåëà ðàâíîñèëüíà ñîêðàòèìîñòè âñåõ åãî êîíãðóýíöèé. Ïîêàçàíî,
÷òî ïîäïîëóòåëî (2) ëþáîãî ïîëóòåëà ßâëßåòñß îãðàíè÷åííûì.
2. Ðàññìîòðåíû óñëîâèß äèñòðèáóòèâíîñòè ïîëóòåë. Íàéäåí êðèòåðèé
äèñòðèáóòèâíîñòè ïîëóïîëß.
3. Íà÷àòî èçó÷åíèå ïîëóòåë ñ îáðàçóþùåé. Ïîêàçàíî, ÷òî âñßêîå ïîëóòåëî
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì îáðàçóþùèõ èìååò îäíó îáðàçóþùóþ. Äîêàçàíî,
÷òî ëþáîå ïîëóòåëî âêëàäûâàåòñß â ïîëóòåëî ñ îáðàçóþùåé.
4. Îïðåäåëåíû ïîíßòèß íåïðèâîäèìîãî è ìàêñèìàëüíîãî ñïåêòðîâ ïîëóòåëà.
Â òåðìèíàõ èõ êîìïàêòíîñòè äàíà õàðàêòåðèçàöèß ïîëóòåë ñ îáðàçóþùåé.
5. Ïîñòðîåíû óíèâåðñàëüíûå ñòðóêòóðíûå ïó÷êè ïîëóòåë, àíàëîãè÷íûå
ïó÷êàì Ïèðñà è Ëàìáåêà äëß êîëåö.
6. Ïîëó÷åíû èçîìîðôíûå ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß äëß ñèëüíî
ãåëüôàíäîâûõ è áèðåãóëßðíûõ ïîëóòåë.
7. Äàíû ïó÷êîâûå õàðàêòåðèçàöèè áèðåãóëßðíûõ è áóëåâûõ ïîëóòåë,
èçó÷åíà èõ àëãåáðàè÷åñêàß ñòðóêòóðà.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé
õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñïåöèàëèñòàìè â
îáëàñòè òåîðèè ïîëóêîëåö, â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèßõ ïîëóòåë, ïðè ÷òåíèè
ñïåöêóðñîâ è ïðîâåäåíèè ñïåöñåìèíàðîâ â âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèßõ.
Àïðîáàöèß ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
íà ñåìèíàðå "Êîëüöà è ìîäóëè" êàôåäðû âûñøåé àëãåáðû ÌÃÓ èì.
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà (ôåâðàëü 2006 ãîäà), íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû
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àëãåáðû è ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
(ñåíòßáðü 2008 ãîäà), íà èòîãîâûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ Âßòñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî ãóìàíèòàðíîãî óíèâåðñèòåòà (ÂßòÃÃÓ) è íà íàó÷íîì
àëãåáðàè÷åñêîì ñåìèíàðå ÂßòÃÃÓ â 20042008 ã.ã. Îíè áûëè ïðåäñòàâëåíû
íà Ìåæäóíàðîäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êîíôåðåíöèßõ â Îðëå (2006 ãîä),
Êðàñíîßðñêå (2007 ãîä), Òàìáîâå (2008 ãîä), Ìîñêâå (2008 ãîä).
Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè èìååòñß 11 ðàáîò, ñïèñîê êîòîðûõ
ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ
ãëàâ, ðàçáèòûõ íà 10 ïàðàãðàôîâ (íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ ñïëîøíàß), ñïèñêà
ëèòåðàòóðû èç 68 íàèìåíîâàíèé è ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëß. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè 95 ñòðàíèö.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû, ïðèâîäèòñß ïåðå÷åíü
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû è îáçîð íà÷àëüíûõ ñâåäåíèé î ïîëóòåëàõ.
Ïåðâàß ãëàâà ïîñâßùåíà íà÷àëàì òåîðèè ïîëóòåë. Â ïåðâîì ïàðàãðàôå
ââåäåíû ïîíßòèß ïîëóòåëà è åãî ßäðà, ïðèâåäåíû ïðèìåðû è ñôîðìóëèðîâàíû
èçâåñòíûå ñâîéñòâà ïîëóòåë è èõ ßäåð, ïîñòðîåíî êîëüöî ðàçíîñòåé
ïðîèçâîëüíîãî ïîëóòåëà.
Äàäèì îïðåäåëåíèå ßäðà ïîëóòåëà. ßäðîì ïîëóòåëà íàçûâàåòñß êëàññ
åäèíèöû íåêîòîðîé åãî êîíãðóýíöèè. ßäðî ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê
íîðìàëüíàß ïîäãðóïïà A ïîëóòåëà U ñî ñâîéñòâîì
x, y ∈ U & x+ y = 1 & a, b ∈ A ⇒ ax+ by ∈ A.
Âî âòîðîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñß âçàèìîñâßçü ðåøåòêè ConU âñåõ
êîíãðóýíöèé (ßäåð) ïîëóòåëà U è ðåøåòêè èäåàëîâ åãî êîëüöà ðàçíîñòåé,
èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ñîêðàòèìûõ êîíãðóýíöèé. Äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü
ïîëóòåëà ðàâíîñèëüíà ñîêðàòèìîñòè âñåõ åãî êîíãðóýíöèé.
Èçâåñòíî, ÷òî äëß ëþáîãî ïîëóòåëà U ðåøåòêà ConU ìîäóëßðíà
è ìíîæåñòâî B(U) âñåõ åå äîïîëíßåìûõ ýëåìåíòîâ ßâëßåòñß áóëåâîé
ïîäðåøåòêîé â ConU (òåîðåìà 1.1).
Ïîëóòåëî íàçûâàåòñß îãðàíè÷åííûì, åñëè îíî ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì ßäðîì,
ïîðîæäåííûì ýëåìåíòîì 2 = 1 + 1, è ñîêðàòèìûì, åñëè îíî óäîâëåòâîðßåò
êâàçèòîæäåñòâó a+ c = b+ c⇒ a = b.
7
Òåîðåìà 2.1. Äëß ëþáîãî ïîëóòåëà U ñëåäóþùèå óñëîâèß ýêâèâàëåíòíû:
1) U îãðàíè÷åííî;
2) ëþáàß êîíãðóýíöèß ρ íà U ñîêðàòèìà, òî åñòü ôàêòîðïîëóòåëî U/ρ
ñîêðàòèìî;
3) ðåøåòêà êîíãðóýíöèé íà U èçîìîðôíà ðåøåòêå èäåàëîâ êîëüöà
ðàçíîñòåé.
Âòîðàß ãëàâà ïîñâßùåíà äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ ßäåð ïîëóòåë. Â
òðåòüåì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà ãëàâíûõ ßäåð. Ïîëó÷åíî îïèñàíèå
ãëàâíîãî ßäðà (a), ïîðîæäåííîãî öåíòðàëüíûì ýëåìåíòîì a, áîëüøèì 1 â
åñòåñòâåííîì ïîðßäêå.
Â ÷åòâåðòîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðåíû ïîëóòåëà ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì
îáðàçóþùèõ  ïîëóòåëà U âèäà U = (e1) · ... · (en), n ∈ N, ïðè ýòîì ýëåìåíòû
ei íàçûâàþòñß îáðàçóþùèìè ïîëóòåëà. Åñëè n = 1, òî ïîëóòåëî íàçûâàåòñß
ïîëóòåëîì ñ îáðàçóþùåé. Äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 4.4. Åñëè ïîëóòåëî U èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ,
òî îíî ßâëßåòñß ïîëóòåëîì ñ îáðàçóþùåé.
Ïîëóòåëî íàçûâàåòñß èäåìïîòåíòíûì, åñëè â íåì âûïîëíßåòñß òîæäåñòâî
a+ a = a, è çåðîèäíûì, åñëè a+ b = b äëß íåêîòîðûõ åãî ýëåìåíòîâ a, b.
Äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïîëóòåëî âëîæèìî â ïîëóòåëî ñ îáðàçóþùåé:
Òåîðåìà 4.1. Ëþáîå ïîëóòåëî (èäåìïîòåíòíîå ïîëóòåëî) U èçîìîðôíî
âêëàäûâàåòñß  â êà÷åñòâå íàèáîëüøåãî ñîáñòâåííîãî ßäðà  â çåðîèäíîå
(èäåìïîòåíòíîå) ïîëóòåëî V ñ öåíòðàëüíîé îáðàçóþùåé. Ïðè ýòîì âñå
ñîáñòâåííûå ßäðà ïîëóòåëà V ñóòü â òî÷íîñòè ßäðà ïîëóòåëà U.
Ïðåäëîæåíèå 4.8. Äëß òîãî ÷òîáû ïðßìîå ïðîèçâåäåíèå íåïóñòîãî
ñåìåéñòâà (Ui)i∈I íåòðèâèàëüíûõ ïîëóòåë èìåëî öåíòðàëüíóþ îáðàçóþùóþ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû I áûëî êîíå÷íî, à âñå Ui áûëè ïîëóòåëàìè
ñ öåíòðàëüíîé îáðàçóþùåé.
Â ÷àñòíîñòè äàííîå ïðåäëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëß îãðàíè÷åííûõ ïîëóòåë.
Â ïßòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñß óñëîâèß äèñòðèáóòèâíîñòè ïîëóòåë.
Ïîëóòåëî U íàçûâàåòñß äèñòðèáóòèâíûì (ïðîñòûì), åñëè ðåøåòêà åãî ßäåð
ConU äèñòðèáóòèâíà (äâóõýëåìåíòíà).
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Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè íåêîòîðîå ïîäïîëóòåëî ïîëóòåëà U , ßâëßþùååñß
ßäðîì â U , äèñòðèáóòèâíî, òî è ñàìî ïîëóòåëî U äèñòðèáóòèâíî.
Ïðåäëîæåíèå 5.3. Con(2)  ðåòðàêò ConU äëß ëþáîãî ïîëóïîëß U .
Ïîëó÷åí êðèòåðèé äèñòðèáóòèâíîñòè ïîëóïîëß:
Ñëåäñòâèå 5.1. Ïîëóïîëå U äèñòðèáóòèâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äèñòðèáóòèâíà ðåøåòêà èäåàëîâ êîëüöà ðàçíîñòåé ïîëóïîëß (2).
Â øåñòîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñß ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ßäåð ïîëóòåë.
Ñîáñòâåííîå ßäðî A ∈ ConU ïîëóòåëà U íàçûâàåòñß íåïðèâîäèìûì, åñëè èç
B ∩ C ⊆ A ñëåäóåò B ⊆ A èëè C ⊆ A äëß ëþáûõ B,C ∈ ConU .
Äîêàçàí ñëåäóþùèé ïðèíöèïèàëüíûé ðåçóëüòàò:
Òåîðåìà 6.1. Ëþáîå ñîáñòâåííîå ßäðî ïîëóòåëà ñîäåðæèòñß â íåêîòîðîì
åãî íåïðèâîäèìîì ßäðå.
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèß ïîëó÷àåì: ìàêñèìàëüíûå ßäðà ëþáîãî ïîëóòåëà
íåïðèâîäèìû.
Ââåäåíû ïîíßòèß íåïðèâîäèìîãî è ìàêñèìàëüíîãî ñïåêòðîâ ïîëóòåëà.
Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà SpecU âñåõ íåïðèâîäèìûõ ßäåð è MaxU
âñåõ ìàêñèìàëüíûõ ßäåð ïîëóòåëà U ñî ñòîóíîâñêîé òîïîëîãèåé íàçîâåì
ñîîòâåòñòâåííî íåïðèâîäèìûì è ìàêñèìàëüíûì ñïåêòðîì ïîëóòåëà U .
Ïîëó÷åíà ñïåêòðàëüíàß òåîðåìà äëß ïîëóòåë ñ îáðàçóþùåé:
Òåîðåìà 6.2. Äëß ëþáîãî ïîëóòåëà U ýêâèâàëåíòíû óñëîâèß:
1) U ïîëóòåëî ñ îáðàçóþùåé;
2) íåïðèâîäèìûé ñïåêòð SpecU êîìïàêòåí;
3) ìàêñèìàëüíûé ñïåêòð MaxU êîìïàêòåí è ëþáîå ñîáñòâåííîå ßäðî
ïîëóòåëà U ñîäåðæèòñß â íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ßäðå.
Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû ñâîéñòâà íåïðèâîäèìûõ ßäåð äèñòðèáóòèâíûõ
ïîëóòåë U . Äîêàçàíî, ÷òî äëß äèñòðèáóòèâíîãî ïîëóòåëà U ìíîæåñòâà
(a)∗ = {u ∈ U | (u) ∩ (a) = {1}}, a ∈ U,
OP = {a ∈ U | (a)∗ * P}, P  íåïðèâîäèìîå ßäðî â U,
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ßâëßþòñß ßäðàìè. Ïîëóòåëà, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, áóäåì íàçûâàòü
ïîëóòåëàìè ñ óñëîâèåì K.
Ïîëóòåëî íàçûâàåòñß áèðåãóëßðíûì(áóëåâûì), åñëè âñå åãî ãëàâíûå ßäðà
(âñå ßäðà) äîïîëíßåìû.
Äëß áèðåãóëßðíûõ ïîëóòåë äîêàçàíî
Ïðåäëîæåíèå 6.3. Âñßêîå áèðåãóëßðíîå ïîëóòåëî U äèñòðèáóòèâíî,
âñå åãî íåïðèâîäèìûå ßäðà P ìàêñèìàëüíû è ðàâíû OP è ëþáîå åãî ßäðî
ßâëßåòñß ïåðåñå÷åíèåì ìàêñèìàëüíûõ ßäåð, åãî ñîäåðæàùèõ.
Â òðåòüåé ãëàâå èññëåäóþòñß ïó÷êè ïîëóòåë, èõ ïîëóòåëà ñå÷åíèé è
ôóíêöèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèß ïîëóòåë. Â ñåäüìîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñß
ïó÷êè ïîëóòåë íàä íóëüìåðíûì êîìïàêòîì. Ñ ïîìîùüþ òåîðèè arp-
ïîëóêîëåö äîêàçàíà âàæíàß òåõíè÷åñêàß ëåììà:
Ëåììà 7.2. Ïóñòü a  ýëåìåíò ßäðà A ïîëóòåëà ñå÷åíèé Ã = Ã(X,Ï)
ïó÷êà ïîëóòåë íàä íóëüìåðíûì êîìïàêòîì X, W  ïðîèçâîëüíîå îòêðûòî-
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â X. Òîãäà ñå÷åíèå
b =
a, íà W ;1 íà X\W
ïðèíàäëåæèò ßäðó A.
Íà îñíîâàíèè ýòîé ëåììû ïîëó÷åíî îïèñàíèå íåïðèâîäèìûõ è ìàêñèìàëüíûõ
ßäåð ïîëóòåëà ñå÷åíèé. Äëß ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ X ïóñòü pix : Ã(X,Ï)→
Ux  ãîìîìîðôèçì ïîëóòåë, çàäàííûé ïðàâèëîì:
pix(s) = s(x) äëß ëþáîãî s ∈ Ã(X,Ï).
Òåîðåìà 7.1. Ìàêñèìàëüíûå (íåïðèâîäèìûå) ßäðà ïîëóòåëà Ã = Ã(X,Ï)
ñå÷åíèé ïó÷êà ïîëóòåë Ux íàä íóëüìåðíûì êîìïàêòîì X  ýòî â òî÷íîñòè
ßäðà âèäà pi−1x (Kx), ãäå x ∈ X è Kx  ìàêñèìàëüíîå (íåïðèâîäèìîå) ßäðî â
Ux.
Â âîñüìîì ïàðàãðàôå óñòàíîâëåíû âçàèìîñâßçè íåêîòîðûõ âàæíåéøèõ
ñâîéñòâ ïîëóòåëà ñå÷åíèé ïó÷êà ïîëóòåë íàä íóëüìåðíûì êîìïàêòîì ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñâîéñòâàìè åãî ïîëóòåë-ñëîåâ:
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Òåîðåìà 8.1. Ïîëóòåëî Ã = Ã(X,Ï) ñå÷åíèé ïó÷êà Ï ïîëóòåë Ux íàä
íóëüìåðíûì êîìïàêòîì X äèñòðèáóòèâíî (îãðàíè÷åííî, çåðîèäíî) â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äèñòðèáóòèâíû (îãðàíè÷åííû, çåðîèäíû) âñå
åãî ñëîè Ux.
Òàêæå â ïðåäëîæåíèè 8.1 äîêàçàíî ñîõðàíåíèå ðßäà äðóãèõ ñâîéñòâ
ïîëóòåë.
Â äåâßòîì ïàðàãðàôå ïîñòðîåíû óíèâåðñàëüíûå ñòðóêòóðíûå ïó÷êè P(U)
è L(U) ïîëóòåë äëß íåòðèâèàëüíûõ ïîëóòåë U , àíàëîãè÷íûå ïó÷êàì Ïèðñà15
è Ëàìáåêà16 äëß êîëåö.
Òåîðåìà 9.1. Ëþáîå ïîëóòåëî U èçîìîðôíî ïîëóòåëó âñåõ ñå÷åíèé
ïó÷êà P(U) ïîëóòåë ÃM, ßâëßþùèõñß ôàêòîðïîëóòåëàìè ïîëóòåëà U , íàä
íóëüìåðíûì êîìïàêòîì MaxB(U).
×åðåç MaxB(U) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé ñïåêòð áóëåâîé ðåøåòêè âñåõ
äîïîëíßåìûõ ßäåð ïîëóòåëà U .
Ðàññìàòðèâàþòñß ñâîéñòâà êàíîíè÷åñêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèß ϕ :
MaxU → MaxB(U), çàäàííîãî ôîðìóëîé ϕ(M) = {A ∈ B(U) | A ⊆ M} äëß
ëþáîãî M ∈ MaxU .
Ïðåäëîæåíèå 9.1. Ïóñòü U  ïîëóòåëî ñ óñëîâèåì K. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òî÷íîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå U â ôàêòîðíîì ïó÷êå L(U) ïîëóòåë
U/OP íàä íåïðèâîäèìûì ñïåêòðîì SpecU .
Ââîäèòñß ïîíßòèå ñèëüíî ãåëüôàíäîâà ïîëóòåëà. Ïîëóòåëî U íàçûâàåòñß
ñèëüíî ãåëüôàíäîâûì, åñëè äëß ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ìàêñèìàëüíûõ ßäåð
M è N â U ñóùåñòâóåò äîïîëíßåìîå ßäðî A ⊆M , íå ëåæàùåå â N .
Òåîðåìà 9.3. Ïðîèçâîëüíîå ïîëóòåëî U ñ îáðàçóþùåé è ñ óñëîâèåì K
ñèëüíî ãåëüôàíäîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìîðôíî ïîëóòåëó
Ã(X, Ï) âñåõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ïó÷êà Ï ëîêàëüíûõ ïîëóòåë Ux íàä
íóëüìåðíûì êîìïàêòîì X.
15Pierce, R. S. Modules over commutative regular rings [text] / R. S. Pierce // Mem. Amer.
Math. Soc.  1967.  P. 1112
16Lambek, J. On representation of modules by sheaves of factor modules [text] / J. Lambek //
Can. Math. Bull.  1971.  14.   3.  P. 359368
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Áèðåãóëßðíûå è áóëåâû ïîëóòåëà èññëåäóþòñß â äåñßòîì ïàðàãðàôå.
Ïîëó÷åíà ôóíêöèîíàëüíàß õàðàêòåðèçàöèß áèðåãóëßðíûõ ïîëóòåë, ßâëßþùàßñß
îïðåäåëåííûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Äàóíñà-Ãîôìàíà17 äëß
áèðåãóëßðíûõ êîëåö. Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Äàóíñà-
Ãîôìàíà íà áèðåãóëßíûå ïîëóêîëüöà îñóùåñòâëåíî Å. Ì. Âå÷òîìîâûì è
Î. Â. Ñòàðîñòèíîé 18.
Òåîðåìà 10.1. Ïðîèçâîëüíîå ïîëóòåëî U áèðåãóëßðíî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî èçîìîðôíî ïîëóòåëó âñåõ ñå÷åíèé íåêîòîðîãî ïó÷êà
ïðîñòûõ ïîëóòåë è òðèâèàëüíûõ ïîëóòåë íàä íóëüìåðíûì êîìïàêòîì.
Åñëè ïðè ýòîì ïîëóòåëî U ñ îáðàçóþùåé, òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû
10.1 ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïðîñòûå ïîëóòåëà.
Òåîðåìà 10.2. Ëþáîå áèðåãóëßðíîå ïîëóòåëî ðàñêëàäûâàåòñß â ïðßìîå
ïðîèçâåäåíèå áèðåãóëßðíîãî èäåìïîòåíòíîãî ïîëóòåëà è áèðåãóëßðíîãî
îãðàíè÷åííîãî ïîëóïîëß.
Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèß ϕ äîêàçàíî (ïðåäëîæåíèå 10.1 è ñëåäñòâèå
10.4): äëß ëþáîãî áèðåãóëßðíîãî (áóëåâà) ïîëóòåëà U íóëüìåðíûé êîìïàêò
MaxB(U) ñëóæèò êîìïàêòèôèêàöèåé (êîìïàêòèôèêàöèåé Ñòîóíà-×åõà)
ëîêàëüíî êîìïàêòíîãî íóëüìåðíîãî (äèñêðåòíîãî) ïðîñòðàíñòâà MaxU .
Â òåðìèíàõ ïèðñîâñêîãî ïó÷êà P äàíà õàðàêòåðèçàöèß áóëåâûõ ïîëóòåë:
Ïðåäëîæåíèå 10.2. Äëß òîãî ÷òîáû ïîëóòåëî U áûëî áóëåâûì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ñëîè ïó÷êà P(U) ßâëßëèñü ïðîñòûìè
èëè òðèâèàëüíûìè ïîëóòåëàìè, à MaxU ñîâïàäàëî ñ ìíîæåñòâîì
èçîëèðîâàííûõ òî÷åê áàçèñíîãî ïðîñòðàíñòâà MaxB(U).
Ñëåäñòâèå 10.2. Ïîëóòåëî ßâëßåòñß áóëåâûì ïîëóòåëîì ñ îáðàçóþùåé
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èçîìîðôíî ïðßìîìó ïðîèçâåäåíèþ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ïîëóòåë.
17Dauns, J. The represention of biregular rings by sheaves [text] / J. Dauns, K. H. Hofmann //
Math. Z.  1966.  V. 91.   2.  P. 103  123
18Âå÷òîìîâ, Å. Ì. Îáîáùåííûå àáåëåâî-ðåãóëßðíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîëóêîëüöà [òåêñò] /
Å. Ì. Âå÷òîìîâ, Î. Â. Ñòàðîñòèíà // Âåñòíèê Ñûêòûâêàðñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèß 1:
Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà.  2007.  Âûï. 7.  Ñ. 316
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Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà ïðèâåäåíû ïðèìåðû áèðåãóëßðíûõ ïîëóòåë.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
ïðîôåññîðó ÅâãåíèþÌèõàéëîâè÷ó Âå÷òîìîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷, ïîñòîßííîå
âíèìàíèå ê ðàáîòå, ïîëåçíûå îáñóæäåíèß è ïîääåðæêó.
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